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Vjezbe iz Matematike 1.

2. Dvodimenzionalni,

trodimenzionalni i n-dimenzionalni
realni vektorski prostor

RijeSeni zadaci

Zadatak 1 Neka je ABCD paralelogram i neka je F sjeciSte dijagonala, F
poloviste stranice BC', a G poloviste stranice C'D. Izra¢unajte vektore BC,

ﬁ, ﬁ, ﬁ, FG i FD kao linearnu kombinaciju vektora ABi AD.
Rjesenje: O¢ito vrijedi:
BC=AD=0-4B + AD
BF = BC =0-4B + 1AD
EF - LAB - 1AB + 0. AD
Dalje, ra¢unamo preostala tri vektora:
AF = AB + BF = AB + JAD
FG=FC+CG=1L.BC+L.CD=1LAD - \DC = -1 4B + LAD
FD=FC+CD=1LBC+CD= 14D - DC = —AB + L AD.

Zadatak 2 Neka je dana duzina AB i tocka C na pravcu kroz A 1 B, te
proizvoljna tocka O. lIzrazite OC kao linearnu kombinaciju vektora OAiOB
ako je |AC| = 2|BC i:

(a) C € AB
(b) C ¢ 4B.

Rjesenje: Uputa: napisite OA + AB + BO = 0, gdje je AB = AC + CB.
Koristeéi BC' = 248 iz te jednakosti izrazite AC.

Zadatak 3 Neka je T teziste trokuta ABC, a O prozvoljna toéka. Izrazite
vektor OT kao linearnu kombinaciju vektora m, OB iOC.

Rjesenje:

Sa slike o€ito slijedi:

OT+TA+A0 =0

OT +TB+BO =10

OT +TC+CO=0

Zbrajanjem ovih jednakosti dobije se

30T + (TA+TB +TC) + (A0 + BO + CO) = 0, tj.
30T + (TA+TB+TC)=0A+0B+0C ().



N
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Slika 1: TeZiste trokuta

Zelimo pokazati da je TA+TB +TC = 0. U tu svthu racunamo ﬂ,
a pritom koristimo ¢injenicu da teziste dijeli svaku teZiSnicu u omjeru 2 : 1
(ratunajuéi od vrha):

TA=2QA=2QB+ BA) = 2(\CB + BA) = LCB + 2BA.

Analogno se dobiva

TB =L1AC + 2CB i

-3
TC = 1BA + 2AC.

Zbrajanjem ove tri jednakosti daju TA+TB+TC = 6, §to uvrStanjem u
jednakost (x) daje

OT = LX(OA+ OB + 0C).

Zadatak 4 Neka su A, B,C, D bilo koje Cetiri totke prostora. Ako su tocke

K,L,M,N redom polovista duzina AB, BC, CD, DA, dokaZite da je tada
KLMN paralelogram.

Rjesenje: Oznafimo @ = E, b= B?, c= @, d = DA. Ocito je
i+b+c+d=AB+BC+CD+DA=A44=0.

S druge strane je

odakle dobivamo

tj. KL = NM, dakle KLMN je paralelogram.

Zadatak 5 Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(-2,-1,1), B(4,-2,2)
i C(6,1,3). Odredite koordinate tocke D.

Rjesenje:



U paralelogramu vrijedi jednakost vektora DC = AB. Ako oznagimo D =
(z,vy, 2z), imamo

6—2)i+(1—y)j+B—2)k=A+2)i+(-2+1)j+2- 1k

(6—2)i+(1—y)j+B—2)k=6i—]+F,

odakle (iz jednakosti vektora s lijeve i s desne strane jednakosti) odmah
rjeSenje: D = (0,2,2).

Zadatak se moZe rijesiti i u matricnom zapisu - iz jednakosti DC' = AD
slijedi

6 T 4 -2
1 |-y |=1]-2]-1|-1
3 | z 2 1
(6] [ = 6
1 {—-|y |=]-1
_3_ g 1_
6] [ 6 z ]
1 — -1 = Y
_3_ _1 z |
T 0
y =121,
z 2

odakle oc¢itavamo da je D(0,2,2).

Zadatak 6 Napisite zavrinu tocku vektora @ = 27 + 3;’— 41_5, ako je poletna
totka tog vektora dana s (1,2, —2).

Rjesenje: Oznacimo koordinate zavrsne tocke vektora @ (x,y, z) i koristimo
formulu za vektor zadan koordinatama pocetne i zavréne tocke:

X 1 2
y|l—12 |=] 3 |=ada
Z -2 -4
pa dobivamo
X [ 2 1
yi=|3 |+] 2
Z i -4 -2
X | 3
y =151,
7 | -6

tj. zavrna tocka vektora @ glasi (3,5, —6).

Zadatak 7 Napisite zavrinu tocku vektora kojem je poCetna tocka (1,1,1), a
dva puta je dulji od vektora s poc¢etnom totkom (—1,2,3) i zavr§nom tockom
(0,1,-2).



Rjesenje: Oznacimo prvi vektor s @, drugi vektor s l_)', a pocetnu tocku
vektora @ s (z,y, 2). Iz @ = 20b slijedi

T 1 0 -1
y | — 1 =2(| 1 — 2 1)
z 1 -2 3
T 1 1
y | — 1 =2 -1
z 1 -5
x 1 2
y | =1 1]+ -2
z 1 -10
T 3
Yy = -1 9
z -9

tj. zavrsna tocka vektora @ glasi (3,—1,—9).
Zadatak 8 Nadite totku B orijentirane duzine AB takve da je A(1,2,3), a
P(2,3,7) je poloviste duzine AB.

Rjesenje: Kako je P poloviste duzine AB, to je AB = 24P. Ako oznacimo
B(x,y, z) mora vrijediti

T 1 2 1 2
yl=|2|=23|-12]D=]2],
z 3 7 3 8
odakle je
x 3
y | =141
z 11
dakle zavrina tocka glasi B(3,4,11).
Napomena:

Gornji zadatak nam daje ideju da izvedemo formulu za koordinate polovista
P duzine T1'T» dane s T1(z1,y1, 21), To(x2, Y2, 22). Oznacimo najprije P(z,y, z).

Iz jednakosti vektora T P = 1T, slijedi

x I 1 To I
yol—| v =5 |~ m |
z Al 29 21
slijedi
x T To — I
y | = v |+ | v2—vy1 |,
z z1 Z92 — 21
tj.



x 1+ 2o

Y =3 Y1+ Y2
z 21+ 29

Vidimo da je poloviste duzine T T dane s Ty (z1, y1, 21), T2(21, Y2, 22) dano s

r1+x2 Yy1+yY2 21+ 22
2 72 7 2

P( ).

Sli¢no se moze izvesti formula za koordinate tezista trokuta 717573 zadanog
s Ty (x1,91, 21), Ta(x2,y2, 22), T3(x3,ys, 23) - teZiste trokuta 717575 dano je s

T+ To+ T3 Y1 +y2 + Y3 21+22+Z3)
3 ’ 3 ’ 3 '

T(

Zadatak 9

a) Provjerite koja dva od vektora @ = 2 — j—!— 3]2, b= 3i+ 25 — E, ¢ =
—47 + 2; — 6k su kolinearni.

b) Nadite realne brojeve x i y tako da vektori @ = —i+2j— kib= 3i+xj+ yl;
budu kolinearni.

Rjesenge:

a) Po kriteriju za kolinearnost lako dobivamo da za @ i b vrijedi
2 -1 3
372 T

§to znadi da d i b nisu kolinearni. Isto se tako vidi da b i & nisu kolinearni.
No, za @ i ¢ imamo

pa su vektori @ i ¢ kolinearni.
b) Vektori @ i b su kolinearni ako i samo ako vrijedi

-1 2 -1

3 x y
$to je sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice. Lako dobivamo da

jex=—-61iy=3.

Zadatak 10 Prikazite vektor ¢ = —4j — 3k kao linearnu kombinaciju vektora
G=3—jib=1i+]+Fk

Rjesenje: Prikazati ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b zna¢i naéi
koeficijente o i B tako da vrijedi

¢ = ad+ Bb,

tj.



Vidimo da dobivamo sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice:

3 1
=al| -1 |+8]| 1 |,
0 1
0 3a+
4 | =] —a+p
-3 ﬁ

3a+08 = 0
—a+83 = -4
8 -3.
Uvrstavanjem 8 = —3 u prvu jednadzbu dobivamo da je 3o = 3, tj. a = 1.
UvrStavanjem § = —3 1 a = 1 provjeravamo da je rjesenje dobro. Dakle dobili

smo sljedeéi prikaz ¢ kao linearne kombinacije vektora @ i b:

Napomena: Primijetimo da u prethodnom zadatku rjesenje koje smo dobili
iz prve i treée jednadzbe nije moralo zadovoljavati i drugu jednadzbu. Da se to
dogodilo zakljuéili bismo da ¢ nije moguce prikazati kao linearnu kombinaciju
vektora @i b. To opcenito i jest tako: da bismo prikazali svaki vektor prostora
kao linearnu kombinaciju vektora, potrebna su nam najmanje tri vektora (mi

c=a—3b.

opcéenito uzimamo koordinatne vektore i, j i k).

Zadatak 11 Prikazite vektor J’:_'Qf—k 37+ 3k pomoéu vektora @ = 2i — 3] + E,

b=2i+45+3kic=4i+ 2]+ 4k.
Rjesenje: Trazimo koeficijente o, 5 i v tako da vrijedi

Imamo sada

3
3

d=ad+ Bb+ e

2 2 4

al| 3 [+08| 4 | +v]| 2

1 3 4
200 + 28 + 4y
=| 3o+ 48 + 2y
a+ 368+ 4y

Dobivamo sljedeéi sustav od tri jednadZbe s tri nepoznanice:

20+28+4y = 2
—Sa+48+2y = 3
a+30+4y = 3.



Jedinstveno rjeSenje je danos a =1, § =2, v = —1, tako da je

d=a+2b—¢

Zadaci za samostalno rjeSavanje

Zadatak 12 Neka je ABCD paralelogram i neka je E sjeciSte dijagonala, F
poloviste stranice BC, a G poloviste stranice CD. Izrazite vektore BE, B

B? ﬁ FGiFD pomocu vektora AB i AE.

Rjesenge:

BE = —AB + AE
BD = —24B + 24E
BC = —1AB + 2AE
BF = -1AB + AE
FG = —AB + AE
FD=-34AB + AE

Zadatak 13 Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(1,2,3), C(0,-1,2)
i D(2,—1,5). Odredite koordinate vrha B.

Rjesenje: B = (—1,2,0)

Zadatak 14 Napisite vektor @ koji je dvostruko kra¢i od vektora s podetnom
totkom (2, —1, —4) i zavrnom toc¢kom (4, —1,2).

Rjesenje: da = i+ 3k
Zadatak 15 Nadite zavrsnu toc¢ku vektora @ kojem je pocetna totka (2, —1, —1),
te vrijedi @ = —37, gdje je U vektor s pocetnom tockom (2,0, —3) i zavr§nom
totkom (—1,—1,2).

Rjesenje: (11,2,—16)

Zadatak 16 Nadite realne brojeve x i y takve da vektori 2xf+y;’—lg i 4i— 35’—}—2]3
budu kolinearni.

Rjesenge: ©=—1,y= %

Zadatak 17 Naplslte vektor d= 21 —37 J+ 5k kao linearnu kombinaciju vektora
a—32—j,b—2z+]—klc—z—|—k
Rjesenje: d=a—2b+3¢

Zadatak 18 Pokazite da se Vektor g=2i i+ j 4k ne moze prikazati kao linearna
kombinacija vektora @ = i+j+ kib=1i— i+ 2.

Rjesenje: Ssustav koji proizlazi iz ¢ = ad + ﬁb nema rjesenja.



